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Sections C & D

Calcul des probabilités

Introduction générale

Actuellement on fait recours au calcul
des probabilités dans plusieurs
domaines, notamment dans le
domaine des sciences économiques
et sociales, et cela pour la simple
raison, qu’on y est confronté a des
phénomeénes aléatoires, c.a.d des
phénomeénes dont on ne peut pas
connaitre ou prévoir avec certitude
les résultats.
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Cet aléa ou hasard est dii généralement a la
complexité du phénoméne étudié (ou
/et) a un manque d'informations.

Exemples :

- Prévoir, le temps qui fera demain, ou le
prix d’une action boursiére.

- Estimer la proportion des boites de
conserves abimées dans un grand lot de
boites de conserves.

L'étude de chaque phénoméne commence par
La collecte des informations et se termine
par sa modélisation, afin de tirer des
conclusions et prendre des décisions.

la modélisation du phénomene étudié, qui
consiste a déterminer un modéle qui
explique le mieux possible ce phénomene, en
se basant sur les résultats de la statistique
descriptive, et la théorie des probabilités.

D’ou, lintérét d'un cours de calcul des
probabilités
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Programme

Outils mathématiques
1 Théorie élémentaire des ensembles
1 Analyse combinatoire

Notion de probabilité et généralités

1 Définitions et vocabulaire
1 Propriétés d’une loi de probabilité

Chapitre 1

Variables aléatoires
1 Définition
1 Loi d’'une variable aléatoire
1 Caractéristiques d’une variable aléatoire
1 Couple de variables aléatoires

Lois de probabilité discrétes
usuelles

Lois de probabilité continues et lois

usuelles
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1 C. ATLAN & G. TRIGANO

Mathématiques appliquées a la gestion :
Exercices corrigés (Chap. de 1 a 5)

1 M. N. BOULIF
Calcul des probabilités
( 50 épreuves d’examens corrigées)

1 Cyrille CRAPSKY
Probabilités pour I’économie
(Cours avec exercices corrigés)
1 A. GAGOU
Introduction aux probabilités
(Cours avec exercices corrigés)

Chapitre 1

Outils mathématiques

Calcul des probabilités

1 B. GOLDFARB & C. PARDOUX
Introduction a la méthode statistique
(Chap. 5,6 et7)

1 Bernard GRAIS

Méthodes statistiques (Chap. I, Il et ll).
1 A. ELMARHOUM & M. DIOURI

Probabilités (Cours + exercices corrigés)
1 K. MESLOUHI

Calcul des probabilités
(Cours + exercices corrigées)
1 R. SANDRETTO
Probabilités (Chap. 2 - 5)
(Rappels de cours + exercices corrigés)

Historiqguement, on a considéré la probabilité
d'un événement, comme le rapport du
nombre de cas favorables a sa réalisation sur
le nombre de tous les cas possibles pour
I'expérience aléatoire étudiée, et cela
suppose que tous les cas p055|bles ont la
meme probabilité (equrobablllte) et que
leur nombre est fini. Car parfois I'une (ou/et)
I'autre de ces deux hypothéses ne sont pas
vérifiées.

Mais, A dans la pratique on rencontre des
experlences ou ces hypothéses sont bien
vérifiées. D’ou, pour calculer les probabilités,
dans de telles situations, on a besoin de
deux outils, la théorie 'des ensembles et
l'analyse comb/natOIre le premier pour la
formulation des événements et le deuxiéme
pour calculer leurs probabilités. 10

I) Théorie élémentaire des ensembles

1) Définitions, vocabulaire et notations

éléments.

e e E.

..; €, On écrit: E = {ey, &5, ..., €, }.

@ Ensemble : groupe d’individus appelés

= Pour un élément e d’'un ensemble E, on dit
que , « e appartient a E », et on note :

= Pour un ensemble E de n éléments e,, e,,

Exemples :

eE={neN/4n-1 > 15}

e F = {(m, n), metn entiers /1<m<6 et
1<n<6}

e G= {Tous les étudiants inscrits dans le
module M.Q II en 2013 }.
« Si E est vide on note E = @.
= Un ensemble A est un sous-ensemble ( ou
une partie) de E, si tous les éléments de A
appartiennent a E. On note A c E (ou E o A)
et on dit que A est inclus dans E.
Par un diagramme de Venn on a:

Parfois les éléments sont définis par une E
formule ou une expression. N b

Chapitre 1 2
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< Pour un ensemble E non vide, on note par
#E) I'ensemble de toutes les parties de E.

Si A est un sous ensemble de E, on écrit,

A c E mais AcE)

Exemple:

Si E = {a, b, c}, alors #E) = {@, {a}, {b},

{c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, E }.
A={a, b} c E et Ac#(E).

< L'intersection de deux sous ensembles A
et B de E, que I'on note AnB (ou AB), est un
sous ensemble de E formé des éléments

appartenant a A et a B.

#La réunion de A et B, que l'on note AUB,
est un sous-ensemble de E formé des
éléments appartenant a A ou a B.

Exemple:

Si E={1, 2, 3,4,5,6} A={2 4,5}
et B = {1, 4}, alors:
A~B ={4}et AUuB =11, 2, 4, 5}.
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=Si AnB =@, on dit que A et B sont disjoints.
Remarque :
On a toujours,
ABcAetAnBc B
AcAuB et B c AUB
@ Si A c E, on appelle complémentaire de A
dans E, le sou ensemble des éléments de E
qui ne sont pas dans A. On le note Apu Ac.

EK®

< La différence de A et B est I'ensemble des
éléments qui sont dans A mais pas dans B
On le note ANB.

Mais, la différence de B et A s’écrit AnB .
= La différence symétrigue de A et B est
I'ensemble des éléments qui sont dans A ou
bien dans B mais pas dans AnB On le note
AAB.

On remarque que: AAB=(ANB)U(ANB)

16

< On appelle partition de E, toute famille
A, A, ..., A, de sous ensembles de E, tels
que :

= AnA; =@ pour i # ]

" A;UAL L UA, =E

@ Le produit cartésien de deux ensembles
E et F est I'ensemble de tous les couples
ordonnés (x, y), ou xcE et yeF. On le note
ExF={(Xx, y)/ xeE et yeF }.

Si E=F, alors on note ExE=E2.

Attention: généralement ExF+ FxE.

= Plus généralement, pour n entier, on
écrit:

Ei xE; x ... xE, ={(ey, &, . .
e,;eE,, e,eE,, ... et e cE, }.

., e,) tel que:

(ey, €5, . . ., €,) s‘appelle un multiplet de
n éléments (ou un n-uplet).

et on écrit: E" = E xE x ... xE (n fois).

@ Pour un ensemble E fini, de p éléments,
on appelle cardinal de E le nombre de ses
éléments. On note card(E)=p.

18
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2) Opérations et propriétés

a) Opérateurs n, U et ¢
Soient A, B et C trois sous ensembles
d’un ensemble E, alors on a:

= AnB=BNA, |= AUB=BUA, |* And=J, =Au@d=A

" ANE=A, = AUE=E, =ANA= @, |=AUA=E

* (AnB)NC = An(BNC) = AnBNC
= (AuB)UC = Au(BUC) = AuBUC
= An(BUC) = (AB)U(AC), = AU(BC) = (AuUB)N(AULC)

- (AﬂB)c =AcuU B¢, . (AUB)C =A°NB¢, | = (Ac)c =A

b) Opérations sur les cardinaux

< card(@)=0, et card(A°)=card(E)-card(A).

< Si AcB alors card(A)<card(B).

< card(AuB)=card(A)+card(B)-card(AB).

Mais si, ANB=@, alors
card(AuB)=card(A)+card(B).

= Plus généralement, pour une famille de n

ensembles A;, A,, ..., A, on a la formule de

Poincaré:
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card (_LnJAi) = icard (A)— D card(AA))

i=1 i=1 1<i<j<n

+ Dcard(AAA)— ...

I<i<j<k<n

(D" card(ALA, ... A)).

< Mais, si les A, sont disjoints deux a deux,
ca.d. AnA; =@ pouri#j, alorson a:

card (LnJ A= i card(A;).
i=1

i=1
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< En particulier, si A;, A,, ..., A, forment une
partition de E, alors on a :

card(E) = icard(Ai).
i=1

@ card(AnB)=card(A) - card(AB).
= card(AnB)=card(B) - card(AB).
@ card(E;xE,x ... xE,)

= card(E;)xcard(E,)x ... xcard(E,).
Ainsi, card(E")=[card(E)]".
< Si card(E) = n alors card(#(E)) = 20

22

IT) Analyse combinatoire

On considére un ensemble de n éléments et
on cherche a étudier les différentes
possibilités de regrouper ou de choisir p
éléments parmi les n.

Selon le mode de choix ou de tirage des
éléments et leur ordre, on distingue 4

situations.

1)Tirage avec remise (répétition) et avec ordre

Le nombre de possibilités pour choisir p
éléments, ordonnés et avec répétition, parmi
n éléments, est égal a nP.

Cest le nombre d’arrangements avec
répétition.

Remarque:

Dans ce cas p peut étre supérieur a n.
24
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Exemple: Combien de fagons a-t-on pour
composer le code secret, d'un coffre-fort,
de 6 chiffres?

Réponse: On a (108 = 1 million) fagons de

2) Tirage sans remise et avec ordre

Le nombre de possibilités pour choisir p
éléments, ordonnés et sans répétition, parmi
n éléments, est égal a:

n(n-1)(n-2)x.....x(n-p+1),
c'est le nombre d’arrangements sans
répétition, que I'on note AY.

le composer. Si on pose: _
n(n-1)(n-2)x....x2x1=n! (factorielle n),
I
alors on a: qu = L
(n—p)!
25 26
Remarques: 3) Tirage sans remise et sans ordre (p < n)

1) Dans ce cas il faut que p < n.

2) Par convention ona 0!/ = 1

3) Si p=n, alors on a, A, =n!, qui est le
nombre de permutations de n éléments
différents.

Exemple: Combien de fagons a-t-on pour
composer le code secret, d'un coffre-fort,
de 6 chiffres différents?

, 6 10!

Réponse: On a ( o 2? =151200 )

facons de le composer.
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Le nombre de possibilités pour choisir p
éléments, sans ordre et sans répétition,
p
parmi n éléments, est égal a: A
1

c'est le nombre de combinaisons, que I'on

note:
n!

Clae—
p!(n—p)!

28

Exemple: Combien de fagons a-t-on pour
élire un bureau de 5 membres, dans une
assemblée générale de 40 membres?

1
40t _ 658008)
5ix35!

Réponse: On a ((;;?0 —

fagons de I'élire.

4) Tirage avec remise et sans ordre

Le nombre de possibilités pour choisir p
éléments, sans ordre et avec répétition,
parmi n éléments, est égal a Canrp_l ,
c'est le nombre de combinaisons avec

répétition, que I'on note:

-1)!
Knp = Cnp+p—1 = (n ’ p )
p!(n—1)!

Dans ce cas p peut étre supérieur a n.

30
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Pour établir ce résultat on utilise la notion de
permutation avec répétition.

On considere n éléments (ou objets), dont n,
sont de type 1, n, sont de type 2, . . . et n,
sont de type k, avec ny+n,+. . .+n=n.

Des éléments sont d'un méme type soit
parce qu’ils sont identiques soit qu’ils sont
donnés dans un ordre fixé, c.a.d, qu’on ne
peut pas toucher a leur ordre mais on peut
placer d'autres éléments parmi eux.
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Le nombre de permutations de ses éléments
est appelé nombre de permutations avec
répétition, que I'on note p,(Ny, Ny, . . ., Ny), et
il est donné par :

n!
Py (s Ny, ) =
nxn,b...xn,!

Remarque: Si k=2, on a n,=n-n; et
n! ny

n,n)=—— =
pn( 1 2) nl!(n_nl)! n

32

Exemple: de combien de fagons peut on
distribuer p lettres identiques dans n boites
aux lettres avec la possibilité de mettre
plusieurs lettres dans la méme boite ?

Réponse: Distribuer les p lettres revient a
choisir les p boites aux lettres (qui vont
recevoir les lettres) parmi les n boites, sans
ordre (lettres identiques) et avec répétition
(la possibilité de choisir la méme boite
plusieurs fois).
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Donc le nombre de fagons que l'on a est égal au
nombre de combinaisons avec répétition de p
éléments parmi n, ce qui est égal aussi au
nombre de permutations avec répétition de
n+p-1 objets dont (n-1) sont de type 1 (les
séparateurs des boites) et p sont de type 2
(les lettres).

(n+p-1)!
p_ _ — —CP
Kn - pn+p—1(n 11 p) - pl(n—l)| ~ ~n+p-1

A.N: Pour, n=3 et p=2,0n a,
4l
KZ=CZ=

=6
2121

34

5) Propriétés de AP et C/ (avecp <n)

1) 2) 3)
A} =nAPE AP =pIC?  [cr =sz.£

4) 5) 6)

DM
Q)

[
™

P _r,n-p —
Cy=C " | cr=Ccrl+C’,

T
o

35

6) Tableau récapitulatif

On considére le tirage de p éléments parmi n

Tirage| Avec remise Sans remise
(p quelconqgue) (p=n)
Ordre
Avec ordre npP AP
Sans ordre Knp Cnp

Chapitre 1
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Chapitre 2

Notion de probabilité

et généralités

Calcul des probabilités

I) Définitions et vocabulaire

On donne les définitions et le vocabulaire de

bases qui seront utilisés dans les
paragraphes et les chapitres suivants.

= Expérience (ou épreuve) aléatoire : C'est

une expérience dont on ne peut pas prévoir
le résultat avec certitude.

Cependant les résultats possibles d’une

expérience aléatoire sont connus a priori.

Exemples: - Jeter un dé a six faces.
- Tirer une boule dans un urne. s

= Espace (ou ensemble) fondamental : C'est
I'ensemble de tous les résultats possibles
d’une expérience aléatoire.

Généralement on le note Q (oméga).

= Un élément de Q est appelé événement
élémentaire (ou éventualité), on le note .

= Une partie de Q est appelée événement.
Exemple: Pour le jet d'un dé a six faces, on a,
0={1,23,4,5,6)}.
3 est un événement élémentaire.

39

E= {3, 6} est un événement.

= Q) est appelé événement certain.
= (@ est appelé événement impossible.

& Deux événements A et B sont dites
incompatibles s’ils ne se réalisent pas
simultanément c.a.d A~B=0.

Exemple: Pour le jet d’'un dé a six faces, les
événements A=« avoir un nombre pair » et

B=« avoir un nombre impair » sont
incompatibles

Remarque: Q peut étre fini, infini
dénombrable ou infini non dénombrable.

40

= On appelle tribu d’événements sur Q toute
partie A de Q) vérifiant :

Naec A

ii)SiEec A,alorsEce A

iii) Si (E).y est une suite dénombrable
d’éléments de A, alors UE < A.
ieN
(A est stable par les opérateurs U et ©)
Remarque: Généralement, si Q est fini on
prend A = Z(Q) et dans ce cas, la condition
iii) se réduit a,

4

SiE;jcAetE,cA,alorsE; UE, ¢ A.

« Le couple (Q, A) est appelé espace
probabilisable.
@ On appelle probabilit¢ (ou lois de
probabilité) sur I'espace probabilisable (Q, A),
toute application P de A dans [0 , 1]
vérifiant:

i) P(Q) = 1 (axiome de normalisation)

ii) Pour toute suite (E;),.y d'événements
de A incompatibles deux a deux, on a:

0

P(UEi) ZZP(Ei)

ieN i=1
(axiome complet des probabilités totales).

Chapitre 1
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En particulier si E; et E, sont deux
événements incompatibles on a:

P(E; v Ey) = P(E;) + P(Ey).
Ou P(E) désigne la probabilité de I'événement E.

= Le triplet (Q, A, P) est appelé espace
probabilisé.

Remarque : Pour tout E € A, on a toujours,
0<P(E) <1.

= Si  Q est fini ou infini dénombrable, on
définit une lois de probabilité comme une

application P de @ dans [0, 1] vérifiant :

2 P(0)=1

weQ)

Ainsi, pour déterminer la loi de probabilité, il
suffit de connaitre les probabilités de tous les
événements élémentaires.

Et pour tout événement Ec Q, on a:

P(E) = 2 P(o)

weE

44

Exemple: Soit une expérience aléatoire qui a
7 résultats possibles dont les probabilités
sont les suivantes:

Evénement 0, |0, |0 |0, |05 |05 |®;
élémentaire o,

P() 0,2]0,1]0,1]0,30,15 [0,05]0,1

Pour A={®,, 04, ®s}, ON a:

P(A) = 2P(®) = P(,) + P(e,) + P(e)

w;eA

=0,1+0,3+0,15=0,55.

45

= Si Q est fini et si tous les événements
élémentaires ont la méme probabilité, on dit
qu'il y a équiprobabilité de ces événements et
que la loi de probabilité est uniforme. On
montre alors que la loi de probabilité est
définie par :

P:Q——[0, 1]
® P(w)=1/card(Q)
Ainsi, pour tout événement Ec Q, on a:

_card(E) _nombrede cas favorables
card(Q2) nombrede cas possibles

P(E)

46

Exemple: Pour le jet d’'un dé équilibré, soit
A=« avoir un multiple de 3 » ={3; 63}.

La loi est uniforme et on a card(Q)=6 et
card(A)=2. Donc P(A)=2/6 =1/3=0,3333.

# Si A est un événement d'un espace
fondamental Q tel que P(A) = 0, et B un
événement quelconque de Q, la probabilité
de B sachant que A est réalisé est appelée la
probabilité conditionnelle de B sachant A. On
la note P(B/A) et elle est définie par :

P(ANB)

PB/A) ==

Exemple: Pour le jet d’'un dé équilibré, soient
A =« avoir un multiple de 3 » ={3; 6},

B = «avoir un six »= {63}.

C = «avoir un as »= {1}.

D = «avoir un nombre impair »= {1, 3, 53}.

i) AnB = {63}, P(A)= 2/6 et P(AnB )=1/6,
donc, P(B/A)=(1/6)/(2/6) =1/2=0,5.

i) ANC =@ donc P(ANC )=0 d'ou,
P(C/A)=0/(2/6) =0.

i) AnD = {3}, P(D)= 3/6 et P(AnD )=1/6,
donc, P(D/A)=(1/6)/(2/6) =1/2=0,5=P(D).

48
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On remarque que : P(B/A) =0,5>P(B)=1/6,
P(C/A)=0<P(C)=1/6 et P(D/A)=P(D)=0,5.

On vérifie aussi que P(A/D)=P(A)=1/3.

On dit que les probabilités conditionnelles de
B et C dépendent de la réalisation de A, alors
que la probabilité conditionnelle de D est
indépendante de la réalisation de A.

49

= Soient A et B deux événements d’un espace

fondamental Q tels que, P(A) = 0 et P(B) = O,

on dit que A et B sont indépendants si:
P(B/A)=P(B) ou P(A/B)=P(A).

Par conséquent, la condition nécessaire et

suffisante pour que A et B soient

indépendants est donnée par:

P(AB)=P(A)xP(B).

50

II) Propriétés d’une loi de probabilité

1) Propriétés générales

Soient A et B deux événements d’un
espace probabilisé (Q, A, P). Alors on a:
= P(A%)=P(Q)-P(A) = 1-P(A).
= Si AcB alors P(A)<P(B).
= P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AB).
Mais si, A et B sont incompatibles (AnB=0@),
ona: P(AuB)=P(A)+P(B).

51

# Plus généralement, pour une famille de n
événements A, A,, ..., A, on a la formule de

Poincaré: (théoréme des probabilités totales)

P(_L:Jlm:gp(m— > P(AA)

1<i<j<n

+ X PAAA)— ...

I<i<j<k<n

)" P(AA, ..... A).

52

= Mais, si les A, sont incompatibles deux a
deux, c.a.d. AnA; =@ pouri # j, alors on a:

P(_L:JlA)zgp(A).

= En particulier, si A;, A,, ..., A, forment un
systeme complet d’événements de Q, c.a.d.
(AnA; =@ pouri * jet LHJA =Q)alorsona:
i=1
n n
P@)=PUA) =21P(A) =1.
i—1 i

53

= P(AB)=P(A)-P(AB) ou P(A)=P(AB)+P(AB).
= P(AB)=P(B)-P(AB) ou P(B)=P(AB)+P(AB).
= Soit C est un événements de Q tel que
P(C)=0, alors on a:

- P(A/C)=1-P(A/C).

- P[(AUB)/C]=P(A/C)+P(B/C)-P[(AB)/C].
Exercice: Montrer que si A et B sont
indépendants alors, A et B¢, Ac et B, Ac et B¢
sont aussi indépendants.

54
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2) Théoréme des probabilités composées
Soient A, A,, ..., A, n événements de Q tels
que P(ﬁA )#0, alors on a:

i=1

P(@A)=P(Ai)XP(AZ/Al)xP(Ag/AlAZ)x...
xP(AJAlAZ...AH).

En particulier pour n=2, on retrouve:
P(A1A;)=P(A,) P(A/A,).

55

= Indépendance totale et deux a deux
Soient A;, A,, ..., A, n événements de Q.

= On dit que ces événements sont
totalement (ou mutuellement) indépendants si
pour tout entier k (2< k < n), on considere k
événements distincts parmi les n, alors ils
sont indépendants.

= On dit que ces événements sont deux a
deux indépendants si, on considere 2
événements distincts parmi les n, alors ils
sont indépendants.

56

Remarques :
i) Des événements qui sont mutuellement

indépendants sont en particulier deux a deux
indépendants mais la réciproque n’est pas

vraie.

ii) D'aprés le théoreme des probabilités
composées, si les événements A;, A, ..., A,

sont mutuellement indépendants , alors on a:

P(1A)=P(A)xP(A)x P(A)x...< P(A),

Exercice d’application: Soit une boite contenant
20 composants électroniques dont 4 sont
défectueux. On y tire au hasard et
successivement 3 composants, avec remise
si le composant est normal, sinon on le
garde.

1) Calculer la probabilité d‘avoir les trois
composants défectueux.

2) Calculer la probabilité d’avoir les trois

composants normaux. 58

Solution: Si on note les événements,
Di =« avoir un cp. défectueux au i¢me tirage ».
N' =« avoir un cp. normal au i¢me tirage ».
1) P(D1D2D3)= P(D!)P(D2 /D!)P(D3 /D!D2)
= (4/20)x(3/19) x(2/18)=0,0035.

2) P(NIN2N3) = P(N)P(N2/N)P(N3/NN2)
=P(N1)P(N2)P(N3)=(16/20)x(16/20)x(16/20)
=(4/5)3 = 0,512.

59
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