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Département de Mathématique et Informatique Algebre 1

SERIE 1

Exercice 1.
Soit E et F deux ensembles. Montrer que: EnF=EuF < E=F.

Exercice 2.
Soit E,F et G trois ensembles. Montrer que:

DEUFENG=(EvEIn((EvG)
DENnFuBG=(EnF)V(EnQG).

Exercice 3
Soit E un ensemble, A et B deux parties de E. Montrer que :

) E=u .
)EE =T n .

Exercice 4
Soit E,F et G trois ensembles telsque: ENnF=FnG et EOUF=EuUG.

Montrer que: F=0.

Exercice 5
Soit E un ensemble, A et B deux parties de E. Montrer que: C&™® =Bu (.

| Exercice 6
| Soit E={2u/uef} et F={3viveZ}. Déterminer EnF .

Exercice 7
Soit E et F deux ensembles. Montrer que: (E-F=F-E) < (E=F)

Exercice 8

" Soit (Ep)yen une suite de parties de N et soit E= {neN /ngE,}
| Montrer que pour tout nefN, ona: E=E,.
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UNIVERSITE HASSAN II Année Universitaire : 2012/13
Faculté des Sciences Ain Chock
Casablanca Filiére : SMA/SMI
Département de Mathématique et Informatique Algéebre 1

SERIE 2

Exercice 1.2
Soit E, F deux ensembles et f une application de E vers F. Montrer que :

f est bijective <> VXeP(E): f((¥) = CF’I.X?'

Exercice 2.2
Soit E,F deux ensembles et f une application de E vers F telle que :

pour tout (X, Y)eP(E)x P(E) ona: flXnY)=fX)~ fY)

Montrer que f n’est pas injective.

Exercice 3.2
Soit E,F deux ensembles et fune application de E vers F. On considére "application :

g:P(E)—— KE)
X —fX)

1) Montrer que g est bijective.

2) Déterminer g .

Exercice 4.2

On considére 1'application E: R — Z
x— E(x)

ou E(x) est I'élément de Z défini par: E(x)<x <E(x)+1.
1) Montrer que E n’est pas injective.
2) Montrer que E est surjective.

3) Soit neZ. Déterminer E! (n).
4) Déterminer E(Z).
5) Soit A ={~V6,—V5,-V3,v3,V5,v6}. Déterminer E(A).



+ Exercice 5.2
Soit E un ensemblef A et B deux parties de E et f: P(E)— P(E) x P(E)

hehyide X — (AuUX, BUX)

Montrer que f n’est pas surjective.

Exercice 6.2
Soit E, F, G trois ensembles, f une application de E vers F, g une application de F
vers G et h=gof

Montrer que :

1) s1 g est injective et h est surjective alors  est surjective.

2) si fest surjective et h est injective alors g est injective.

Exercice 7.2

Soit E unensemble, f, g et h trois applications de E vers F telles que : gof=foh=e
ot désigne 'application de E vers E définie pour tout élément x de E par e(x) = x.

1) Montrer que f est bijective.
2) Montrer que g=h.
3) Montrer que g=f"",
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UNIVERSITE HASSAN 11 Année Universitaire : 2012/13
Faculté des Sciences Ain Chock
Casablanca Filiére : SMA/SMI

Département de Mathématique et Informatique Algebre 1

SERIE 3

Exercice 1.3

On considére dans R la relation d’équivalence R définie pour tout (x, y)e R* par:
xRy < ¥ —6x=)"-6p.

Soit aeR. Déterminer la classe d’équivalence @ de a modulo R.

Exercice 2.3

Soit £ un ensemble non vide et 4 une partic non vide de E.

1) Soit XeP(A) et YeP(E) telsque: AuX=AuUY. Montrer que YeP(4).

2) Soit XeP(E) telque: AnX=2 et soit YeP(E) telque: AuX=AuY.
Montrer qu’il existe BeP(4) telque Y=XUB

3) Soit XeP(E) telque: A "X = @ et soit YeP(E) telsque: AuX=Au Y
Montrer qu’il existe BeP(4) tel que Y= Bu C§"™.

4) On considére dans P(E) la relation d’équivalence R définie par :
XRYeXud= AuY.
Soit XeP(E). Déterminer la classe d’équivalence X de X modulo R

Exercice 3.3
Soit E, F deux ensembles, R une relation d’équivalence dans E et S une relation
d’équivalence dans F. On considére dans E x F la relation binaire T définie par :

e Tx,y)< (xRx"et ySy’)
1) Montrer que 7" est une relation d’équivalence dans E x F.
2) Soit (a, b) € E x F. Déterminer la classe d’équivalence (@, b) de (a, b)) modulo 7.
3) On considére Dapplication f : EXF/T - E)KR X F,/S

(a,b) - (ab)

Montrer que f est bijective.

Exercice 4.3
Soit £E=2 xZ* On considére dans £ la relation binaire R définie par:
(a b) R (c, d) < ad = be.
1) Montrer que R est une relation d’équivalence dans E.
2) Soit p et g deux éléments de £ premiers entre eux.

Montrer que la classe d’équivalence (p,q) de (p, g¢) modulo R est {(pn, gn)/ neZ*}
3) Soit (a, b)jeE et d=anb. On pose a=du et b =dv.

Montrer que (a,b) = (u,v) .
4) On considére 'application: f:Z — E/ R

a— (a,l1)

Montrer que f est injective.
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UNIVERSITE HASSAN 11 : Année Universitaire : 2012/13
Faculté des Sciences Ain Chock
Casablanca Filiére : SMA/SMI
Département de Mathématique et Informatigue Algébre 1

SERIE 4

Exercice 1.4

On considére dans R[X] les deux polynémes :
= Ty2 1 2643 17344 2745 1846 147 - 1yz 1 2pa s 1y

A—]+2X+2X +3X +24X +EX +12X +4X E‘—F1+X+2X +43X +24X

Montrer que B divise A dans R[X].

Exercice 2.4

On considére dans R[X] les deux polyndmes :
A=2—X+5X%-7X% 4+ 10X* — 14X5 + 12X% — 9X7 + 5x°©
B=1-X+2X?—-3X3+4X%*-5X%°

Effectuer la division euclidienne de A par B.

Exercice 3.4
Soit A = 2X% — 2X7 4+ 4X6 4 2X5 — 2X* + 10X3 — 6X?2 +6X -2
B =2X5%—2X% 4+ 4X3 — 2X249X

Déterminer A A B dans R[X].

Exercice 4.4

On considére dans R[X] I'élément: P = 2X?—4X3+ X*+3X5—3X6+ X7
1) Déterminer P' et P".
2) Déterminer les racines réelles de P.

3) Montrer que le polyndme X? —2X + 2 est irréductible dans R[X].
4) Donner la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

Exercice 5.4
Soit m et n deux entiers naturels non nuls tels que m>n. Soitq le quotient et r le reste de la

division euclidienne de m par n. On considére dans R[X] les deux éléments 4 = X™ — 1
et B=X"-—1. ’

1) Calculer (X™ = 1)(XM+r—n 4 ymatr—2n 4 ... 4 ¥")4 X7 — 1.

2) Effectuer la division euclidienne de A par B.

3) Montrer que AAB=X%—-1 ot d=man.

Exercice 6.4

Soit neN*. Montrer que :
A= (X+1)2" —X2" _2X — 1 est divisible par B = X(X + 1)(2X + 1) dans R[X].

Exercice 7.4

Trouver un élément unitaire P de degré <3 dans R[X] tel que le reste de la division euclidienne
de P par X+1, X-1, X+2 soit égal a 3.
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SERIE 5

Exercice 1.5
Soit (E,T) et (F, 1) deux groupes.

On considére dans ExF la loi de composition interne « définie par:
(4, v) = (x,3) = (uTx vly)

1) Montrer que (ExF, «) est un groupe.
2) Soit H un sous-groupe de (E, T) et J un sous-groupe de (F,.L).
Montrer que HxJ est un sous-groupe de (ExF, =).

Exercice 2.5
Soit H et J deux sous-groupes d’un groupe (G, T). On pose:

HTI={xTy/xeH, yel}.

Montrer que HTJ est un sous-groupe de (G, T).

Exercice 3.5
Déterminer tous les sous-groupes du groupe symétrique Ss.

Exercice 4.5 , .
Soit (G, T) un groupe et H une partie finie de G stable pour T.
Montrer que H est un sous-groupe de (G, T).

Exercice 5.5

Soit (G, T) un groupe tels que pour tout élément x de G ona: x=x

1) Montrer que (G, T) est abélien.
2)Si G est fini, montrer qu'il existe neM tel que : 0(G) =2".

Exercice 6.5 |
Soit (G, T) un groupe cyclique d’ordre n engendré par a.

1) Soit ke{l1,2, ..., n-1} et b=a".

Montrer que b est générateur de (G, T) si et seulement si k est premier avec n. .

2) On suppose n=12. Déterminer tous les générateurs de (G, T).

":'_\_J



Exercice 7.5 .

Soit p un nombre premier. On définit dans G=1 ;PE—{ﬁ} une multiplication par:
| Xy=xy. |

1) Montrer que (G, .) est un groupe.

2) Montrer que pour tout élément x de Z ona: p divise & —x

: ,‘Le::i}rm. foi olB]= 0 If-'

EKETCiC& 8.5 & [:Z CRE '-'*jiw :Jr{t:-] ,” ¢ e L‘[ H,Vﬂfﬁlr} |{T ¥ e i e .'.I =0 {"HJ e

Soit (G, T) un groupe abélien el H un sous-groupe de (G, T) tel que Gy soit fini

d'ordre n. ;

Montrer que pour tout xeG, ona: x"eH.

Exercice 9.5 .
Soit (E,T) un groupe cvclique d’ordre m engendré par a et (F, 1) un groupe cyelique-
d’ordre n_engendré par b telsque m et # soient premiers entreé Cux.

Montrer que le groupe produit ExF est 'c}'rslique..

Exercice 10.5

Soit (B, T); (F.») deux groupes commutatifs finis d’ordre respectivement m, 1 tels que
m et n soient premiers entre eux, € 1élément neutre de (E.T), f I’élément neutre de
(F,») et @ un homomorphisme de groupes de (E.T) dans (F.). i
Soit @ un ¢élément de E d’ordre p. b=ola) et g ’ordre de b.

1) Montrer que g divise p.

2) Montrer que g divise m.

3) Montrer que g = 1. s

4) Montrey que pour tout élément x de E ona o(x) =f. -

Exercice 11.5

Soit (G, T) un groupe commutatit fini d’ordre n=pg ou p et g sont deux nombres
premiers distincts.
1) On suppose dans cetie question que tout” élément de G distinct de 1’élément neutre €
est d’ordre p.
Soit g un élément de G distirict de e et soit H 'le sous-groupe de (G, T) engendre
par'g. = :
a) Déterminer O(G/H)- ' ;
b) Soit x un élément de G nappartenant pas a H. :
i) Déterminer O( X) ‘ot ¥ désigne la classe d’équivalence de x modulo H.
ii) Montrer que x"eH. '
iii) Calculer 9.
iv) Montrer que 4 divise p. ¢
v} Que peut-on conclure 7
2) Montrer qu’il existe un élément a de G d’ordre p et un &lément b de G d’ordre g
3) Soit ¢ =a T b. Déterminer O(c).
4) Montrer que G est cyclique.
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